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Cette étude traite de la construction de plans d’expériences D-optimaux dans le cas de 
modèles non linéaires. Sous R, il existe des packages spécifiques pour certains types de 
modèles non linéaires, comme le package « DoseFindings » pour les modèles dose-réponse. 
Le package « AlgDesign » ne traite quant à lui que les modèles polynômiaux linéaires. Pour 
un modèle non linéaire quelconque (logistique, Michaelis-Menten, composé d’un système 
d’équations différentielles, …), il n’existe pas à ce jour de fonction disponible dans R 
permettant de réaliser ce type de calcul. Dans cette étude, des fonctions indépendantes ont 
été programmées afin : 

1. D’une part générer, pour un modèle non linéaire donné, la matrice jacobienne 
résultante des dérivées partielles par rapport aux coefficients du modèle. 

2. D’autre part calculer, à partir d’une matrice de variance-covariance quelconque et 
d’un ensemble donné de points candidats, un plan D-optimal en utilisant l’algorithme 
de Fedorov. 

Ce dernier point a fait l’objet d’une attention particulière lors de la programmation, afin de 
pouvoir gérer les problèmes numériques induits par l’inversion de la matrice hessienne. 
 
Un modèle Y = η(X, θ∗) + ε est dit non linéaire par rapport aux paramètres lorsque au moins 
une dérivée première de la fonction du modèle par rapport aux paramètres dépend d’au moins 
un de ces paramètres. Supposons que l'on ait une première estimation θ (ao

o, a1
o …) des 

paramètres. Le développement limité de Y au voisinage de cette estimation est alors donné 

par 𝑌𝑖 − 𝜂(𝑥𝑖) = 𝜕𝜂(𝑥𝑖)
𝜕𝜃0

Δ𝜃0 + ⋯+ 𝜕𝜂(𝑥𝑖)
𝜕𝜃𝑛

Δ𝜃𝑛 + 𝜀𝑖 qui correspond au problème de régression 

linéaire 𝑌 − 𝜂(𝑋) = 𝐽(𝜃)Δ𝜃 + 𝜀, J(θ) étant la matrice jacobienne telle que 𝐽(𝜃) = 𝜕𝜂(𝑥𝑖,𝜃)
𝜕𝜃𝑗

. 

L'application des formules de la régression linéaire conduit alors à Δθ = [J(θ)TJ(θ)]-1[J(θ)T{Y-
η(X)}]. Connaissant le vecteur des corrections Δθ, il est possible de calculer de nouvelles 
estimations ao

1, a1
1… des paramètres. Le processus est répété jusqu’à convergence des 

estimations. 

Un estimateur est dit non biaisé si l’espérance mathématique sur les observations possibles de 
θ conduisent à θ*. Cet estimateur non biaisé est dit efficace si sa covariance atteint la borne 
inférieure de l’inégalité de Cramér-Rao : Vθ = Ey/θ [ (θ(y)- θ*) × ((θ(y)- θ*)T ] ≥ MF

-1(θ*). Le premier 
terme de cette inégalité présente la matrice de covariance des paramètres. Le deuxième terme 
présente la matrice d’information de Fisher, paramètre fondamental lors de la mise en œuvre 
d’une stratégie expérimentale optimale. La matrice de covariance des paramètres traduit la 
façon dont les estimées sont dispersées autour des vrais paramètres. On souhaite que cette 
dispersion soit aussi faible que possible. Si l’on admet la validité de l’approximation du 
premier ordre pour le modèle au voisinage de la solution, la matrice de covariance des 



paramètres peut être calculée par : MF
-1(θ*) = [J(θ)T(Vθ)-1 J(θ)]-1, Vθ étant la matrice de covariance 

des mesures. Le critère D-optimal pour la planification d’expériences en vue de l’estimation 
paramétrique est une fonctionnelle de la matrice d’information de Fisher MF(θ*). Minimiser 
ce critère revient à maximiser det[MF(θ*)]. L’optimisation de ce critère conduit à minimiser le 
volume des ellipsoïdes de confiance asymptotiques de θ*. Dans le cas d’un protocole D-
Optimal, cov(θ*) est donc proportionnel au volume contenu à l’intérieur d’une ellipsoïde de 
confiance spécifique de θ* dans l’espace des paramètres.  Une stratégie appropriée pour 
calculer les xi à utiliser lors de la régression est alors de minimiser {cov(θ*)} sur des valeurs 
de xi appartenant à un intervalle donné. Si les erreurs de mesure εij sont gaussiennes, et que les 
erreurs sont pondérées par l’inverse de la covariance soit Vθ

-1, alors cov(θ*) ≈ MF
-1(θ*).  

 
La procédure de calcul mise en place sous R consiste à : 

1. Calculer numériquement la matrice jacobienne J(θ), pour un modèle non linéaire 
donné, à l’aide de la fonction jacobian du package numDeriv. Le modèle non linéaire 
est défini préalablement sous la forme d’une fonction R. 

2. Estimer le nombre et les valeurs optimales des points xi, à partir d’un ensemble de 
points candidats donné, qui maximise le déterminant [J(θ)T(Vθ)-1 J(θ)]. L’algorithme 
d’échange de Fedorov a été programmé pour réaliser ces calculs. L’utilisation de la 
fonction ginv(), du package MASS, a été préférée à la fonction solve(), moins robuste 
dans le cas d’inversion de matrices singulières. Cet algorithme peut aussi être utilisé 
dans le cas de modèles linéaires ; il suffit de remplacer la matrice hessienne [J(θ)TJ(θ)] 
par la matrice de variance covariance (XTX) du modèle linéaire à estimer, en entrée de 
la fonction R construite.   

 
Les fonctions ainsi créés ont été utilisées pour calculer les temps optimaux auxquels il était 
nécessaire de réaliser des mesures pour calculer avec la meilleure précision les coefficients 
d’un modèle : 

1. Logistique 3 paramètres. Le nombre d’expériences réalisées a été diminué par 2, par 
rapport à une approche traditionnelle. 

2. Constitué d’un système d’équations différentielles, modélisant une suite de réactions 
chimiques. Les paramètres qui ont été déterminés dans cette étude représentent les 
constantes cinétiques de chacune des réactions.  
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